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RESUMEN

El objetivo de la teoria de los campos conceptuales es proporcionar un encuadre tedrico
a las investigaciones sobre las actividades cognitivas complejas especialmente referidas a los
aprendizajes cientificos y técnicos. Se trata de una teoria psicoldgica del concepto, o mejor
dicho, de la conceptualizacion de lo real; permite localizar y estudiar las filiaciones y las
rupturas entre conocimientos desde el punto de vista de su contenido conceptual. Esta teoria
permite igualmente analizar la relacion entre conceptos en tanto que conocimientos
explicitos y los invariantes operatorios implicitos en las conductas del sujeto en situacion; la
teoria explicita también las relaciones entre significados y significantes. Los € emplos que la
ilustran han sido tomados en diversos campos conceptuales. las estructuras aditivas, las
estructuras multiplicativas, la l6gica de clases, €l algebra.

La teoria de los campos conceptuales es una teoria cognitivista, que pretende
proporcionar un marco coherente y algunos principios de base para €l estudio del desarrollo y
del aprendizaje de competencias compleas, especialmente las que se refieren a las ciencias y
las técnicas. Debido a que ofrece un marco para el aprendizaje, es de interés para la didactica.
Su principal finalidad es la de proporcionar un marco que permita comprender |as filiaciones
y las rupturas entre conocimientos, en los nifios y los adolescentes, entendiendo por
“conocimientos’ tanto los saber-hacer como los saberes expresados. Las ideas de filiacion y
de ruptura se refieren igualmente a los aprendizajes del adulto, pero estos Ultimos se efectlian
bajo restricciones que son més del orden de los habitos y de sesgos de pensamiento adquiridos
que relativos a desarrollo del aparato psiquico. En € nifio y en e adolescente los efectos del
aprendizaje y del desarrollo cognitivo intervienen siempre de manera conjunta

La teoria de los campos conceptuales no es especifica de las matematicas; pero ha sido
elaborada primeramente para dar cuenta de procesos de conceptualizacion progresiva de las
estructuras aditivas, multiplicativas, relaciones nimero-espacio, y del dgebra

CONCEPTOS Y ESQUEMAS

Un concepto no puede ser reducido a su definicion, al menos s se esta interesado en su
aprendizaje y ensefianza. A través de las Situaciones y de los problemas que se pretenden
resolver es como un concepto adquiere sentido para € nifio. Este proceso de elaboracion
pragmética es esencid para la psicologia y la didactica, como lo es, por otra parte, esencial
para la historia de las ciencias. Hablar de elaboracion pragmética no prejuzga de ninguna
manera la naturaleza de los problemas a los cuales un concepto nuevo aporta una respuesta:
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estos problemas pueden ser tanto tedricos como précticos. Esto no prejuzga tampoco €l
andlisis del papel del lenguaje y del simbolismo en la conceptuaizacion; este papd es muy
importante. Simplemente, S se quiere considerar correctamente la medida de la funcion
adaptativa del conocimiento, se debe conceder un lugar central a las formas que toma en la
accion del sujeto. El conocimiento racional es operatorio o no es tal conocimiento.

Se puede distinguir:

1) clases de situaciones para las cuales € sujeto dispone en su repertorio, en un momento
dado de su desarrollo y bgjo ciertas circunstancias, de competencias necesarias para €
tratamiento relativamente inmediato de la situacion;

2) clases de situaciones para las cuales € sujeto no dispone de todas las competencias
necesarias, |0 que le obliga a un tiempo de reflexién y de exploracion, de dudas,
tentativas abortadas, y le conduce eventualmente a éxito, o a fracaso.

El concepto de “esquema’ es interesante para ambas clases de situaciones, pero no
funciona de la misma manera en ambos casos. En €l primer caso se va a observar para una
misma clase de Situaciones, conductas muy automatizadas, organizadas por un esguema
unico; en e segundo caso, se va a observar € esbozo sucesivo de varios esquemas, que
pueden entrar en competicion y que, para llegar a la solucién buscada, deben ser acomodados,
separados y recombinados; este proceso se acomparia necesariamente de descubrimientos.

Llamamos “esquema’ a la organizacién invariante de la conducta para una clase de
situaciones dada. En los esgquemas es donde se debe investigar |os conocimientos-en-acto del
sujeto, es decir, los elementos cognitivos que permiten ala accion del sujeto ser operatoria.

Tomemos un primer gemplo en & dominio de la motricidad: €l esquema que organiza €
movimiento del cuerpo del atleta en el momento del salto de atura representa un conjunto
impresionante de conocimientos espaciales y mecanicos. La conducta del saltador tiene que
experimentar ciertas variaciones, € andisis de sus ensayos sucesivos pone en evidencia
numerosos elementos comunes. Estos elementos comunes se refieren, alo largo del tiempo, a
la movilizacion de los musculos que contribuyen a asegurar la eficacia de las diferentes fases
del movimiento; pero esta organizacién motriz reposa sobre una cierta percepcion de las
relaciones de los objetos en el espacio y especialmente a las relaciones de las diferentes partes
del cuerpo con este espacio durante el movimiento. Esta organizacion perceptivo-motriz
supone por tanto categorias de orden espacial, temporal, y mecanica (orientacién en €l
espacio, distancia minima, sucesiéon y duracion, fuerza, aceleracion y velocidad ...) asi como
conocimientos en acto que podrian tomar la forma de teoremas de geometriay de mecénica, S
fueran explicitados. Esta explicitacion es por otra parte uno de los compromisos del
entrenamiento y del andlisis del movimiento: viene favorecida por las técnicas del video y por
la competencia profesional de los entrenadores; permanece sin embargo muy fragmentaria.

Las competencias matematicas son también sostenidas por esquemas organizadores de la

conducta. Tomemos algunos gjemplos elementales:
- el esquema del recuento de una coleccion pequefia por un nifio de 5 afios tiene que variar en
sus formas cuando se trata de contar bombones, platos sobre una mesa, o0 personas sentadas de
manera dispersa en un jardin; no implica menos una organizacion invariante, esencia para €
funcionamiento del esquema: coordinacién de los movimientos de los ojos y gestos del dedo y
de la mano en relacion a la posicion de los objetos, enunciado coordinado de la serie
numérica, cardinacion del conjunto contado mediante un énfasis ténico o mediante la
repeticion de la Ultima palabra-nimero pronunciada: uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete ...
Setel

- e esquema de resolucion de las ecuaciones de la forma ax+b = ¢ consigue rgpidamente un
grado elevado de disponibilidad y de fiabilidad en los alumnos de secundaria, principiantes en
algebra, cuando a, b, y c tienen valores numéricos positivos y cuando b<c (este no es e caso
de hecho cuando algunos parametros a, b, ¢ y c-b son negativos. La serie de escrituras
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efectuadas por los alumnos muestra claramente una organizacion invariante, que reposa a la
vez sobre habitos aprendidos y sobre teoremas como |os siguientes:

“se conservalaigualdad al restar b de los dos lados”

“se conservalaigualdad a dividir por alos dos lados’

El funcionamiento cognitivo del alumno comporta operaciones que Se automatizan
progresivamente (cambiar de signo cuando se cambia de miembro, aidar x en un lado de la
igualdad) y de decisiones conscientes que permiten tener en cuenta valores particulares de las
variables de la situacion. La fiabilidad del esquema para € sujeto reposa en Ultimo extremo
sobre € conocimiento que tiene, explicito o implicito, de las relaciones entre € agoritmo y
las caracteristicas del problema aresolver.

La automatizacion es evidentemente una de las manifestaciones més visibles del caracter
invariante de la organizacion de la accion. Pero una serie de decisiones conscientes puede
también congtituir el objeto de una organizacion invariante para una clase de situaciones
dadas. Por otra parte, la automatizacién no impide que € sujeto conserve e control de las
condiciones bajo las cuales tal operacion es apropiada o no. Tomemos, por gemplo, €l
algoritmo de la adicion en numeracion decimal; su gecucion esta fuertemente automatizada
por la mayor parte de los nifios a final de la escuela elemental. Por tanto los nifios son
capaces de generar una serie de acciones diferentes en funcién de las caracteristicas de la
situacion: llevar o no, intercalar cero o no, decimal o no. De hecho todas nuestras conductas
comportan una parte de automaticidad y una parte de decision consciente.

Se ve también con estos giemplos, que los algoritmos son esquemas, 0 también que los
esquemas son objetos del mismo tipo [6gico que los agoritmos: les fata eventuamente la
efectividad, es decir, la propiedad de lograr €l fin con seguridad en un nimero finito de pasos.
L os esguemas son frecuentemente eficaces, pero no siempre efectivos. Cuando un nifio utiliza
un esquema ineficaz para una cierta situacion, la experiencia le conduce bien a cambiar de
esquema, bien a modificar este esquema. Con Piaget, se puede decir que los esquemas que
estén en € centro del proceso de adaptacion de las estructuras cognitivas son: asimilacion y
acomodacion.

Tomemos de nuevo € egemplo del agoritmo de la adicién de nimeros enteros. Se le
presenta frecuentemente como un conjunto de reglas.

- comenzar por la columna de las unidades, la situada més ala derecha;

- continuar por la columna de las decenas, después por |as centenas, €etc.

- cacular la suma de los nimeros en cada columna. Si la suma de los nimeros en una
columna es inferior a diez, escribir esta suma sobre la linea total (linea de abajo). Si esigual o
superior a diez, escribir solamente la cifra de las unidades de esta suma y retener la cifra de
las decenas, que se lleva arriba de la columna situada inmediatamente a la izquierda, para
sumarla a los otros nimeros de esta Ultima columna,

- y se contintia de la misma manera progresando de derecha a izquierda, hasta que se agoten
las columneas.

Explicitar estas reglas es dificil y cas imposible para los nifios, aunque son capaces de
realizar |a serie de operaciones. Siempre hay mucho de implicito en los esquemas.

Es necesario observar ademés que, sin la numeracion de posicion y la conceptualizacion
gue se le asocia (descomposicién polinémica de los nimeros), € esquema-algoritmo no puede
funcionar: se ve bien en los alumnos que fracasn, que no saben componer entre si las
informaciones dadas en términos de decenas, centenas, millares. Un esguema reposa siempre
sobre una conceptualizacion implicita. Consideremos los errores de los alumnos en las
operaciones de sustraccion: se observa que los errores més frecuentes (omitir las cifras que se
[levan) suponen una conceptualizacion insuficiente de la notacion decimal. Ciertamente puede
haber fallos en la gecucion automatizada de un esquema, pero no son estos fallos los que dan
cuenta de los principales errores.
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En e caso del recuento, se puede identificar facilmente dos ideas matematicas
indispensables en e funcionamiento del esquema: € de la biyeccion y € de cardinad, sin los
cuales no hay conducta de recuento posible. En efecto, es sobre estos dos puntos sobre |os que
se observan errores. algunos nifios no llegan a “cardinar”, es decir a interpretar la Ultima
palabra-nimero pronunciada como representando la medida de todo € conjunto; otros nifios
(eventualmente los mismos) omiten elementos, o cuentan dos veces e mismo elemento. De
manera andloga, no hay agebra verdaderamente operatoria sin € reconocimiento de los
teoremas que se refieren a la conservacion de la igualdad. Estos no son los Unicos elementos
cognitivos Utiles pero son decisivos.

Se designa por la expresiéon “concepto-en-acto” y “teorema-en-acto” 10s conocimientos
contenidos en los esquemas. se les puede designar también por la expresion mas global de
“invariantes operatorios’ .

Ta y como acabamos de definirlo, € concepto de esquema se aplica facilmente a la
primera categoria de situaciones que se han visto mas arriba, aguellas para las cuaes € sujeto
dispone de las competencias necesarias, y menos a la segunda categoria puesto que € sujeto
duda e intenta varias aproximaciones. Por tanto, la observacion de los alumnos en situacion de
resolucion de problemas, €l andlisis de sus dudas y de sus errores, muestra que las conductas
en situacion abierta son igualmente estructuradas por 1os esquemas. Estos son tomados del
vasto repertorio de esguemas disponibles, y especiamente de los que estdn asociados a las
clases de situaciones que parecen tener una semejanza con la situacién tratada actualmente.
Simplemente como la semejanza no es sino parcia y eventuamente ilusoria, los esquemas
son solamente esbozados, y las tentativas se interrumpen antes de haber sido concluidas;
varios esquemas se pueden evocar sucesivamente, e incluso simultdneamente en una
situacion nueva para € sujeto (o considerada por € como nueva). A titulo de ilustracion,
tomemos € caso de una situacién en la cual un grupo de nifios de quinto tienen que comparar
el volumen de un objeto solido lleno y e de un recipiente (situacion nueva para €los). El
primer esgquema movilizado fue € de la comparacion de las aturas, como s se tratara de
comparar la cantidad de zumo de naranja en dos vasos de la misma forma: esta accion de
comparacion de los niveles no da lugar a ninguna conclusién. El segundo esguema observado
fue @ de la inmersion (parcia) del objeto sdlido en € recipiente: evidentemente como €
recipiente estaba también lleno, € agua se desborda; la conclusién de aumno fue que €
objeto sdlido era mayor! S6lo como consecuencia de que otras acciones, méas operativas,
fueron emprendidas es cuando un procedimiento verdaderamente decidible permite dilucidar
la cuestion. De esta manera varios esguemas, aparentemente menos pertinentes, habian sido
evocados antes de que emergiera una solucion.

Este gemplo ilustra la idea de que & funcionamiento cognitivo de un sujeto o de un
grupo de sujetos en sSituacion reposa sobre e repertorio de esgquemas disponibles,
anteriormente formados, de cada uno de los sujetos considerados individualmente. Al mismo
tiempo los nifios descubren nuevos aspectos, y eventual mente nuevos esquemas, en situacion.
Como las conductas en situacion se basan en e repertorio inicia de los esquemas disponibles,
no se puede teorizar vaidamente sobre e funcionamiento cognitivo sin tener en cuenta el
desarrollo cognitivo. Lateoria de los campos conceptuales se dirige a este problema critico.

Existen numerosos ejemplos de esguemas en € aprendizaje de las matematicas. Cada
esquema es relativo a una clase de situaciones cuyas caracteristicas son bien definidas. En
cualquier caso un individuo puede aplicar un esquema a una clase més pequefia que la que se
podria aplicar eficazmente. Se plantea entonces un problema de extension del esquema a una
clase més amplia: se puede hablar entonces de deslocalizacion, generalizacion, transferencia,
descontextualizacion. No se puede imaginar que un proceso de este tipo interviene sin que
sean reconocidas por € sujeto analogias y parentescos (semeanzas sobre ciertos criterios,
diferencias sobre otros) entre la clase de situaciones sobre la cual € esquema era ya operatorio
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para € sujeto, y las situaciones nuevas a conquistar. El reconocimiento de invariantes es por
tanto la clave de la generalizacion del esquema.

Pero un esguema puede también ser aplicado por un sujeto individual a una clase
demasiado amplia: de este modo se pone en situacién de fallo y e sujeto debe restringir €l
alcance, y descomponer el esguema en elementos distintos susceptibles de ser recompuesto de
manera diferente para las diversas subclases de situaciones, eventualmente por adjuncion de
elementos cognitivos suplementarios. Se reconoce en esto procesos de restriccion y de
acomodacion. Por giemplo, S es necesario contar un conjunto de varios cientos de elementos,
el esquema de recuento debe ser enriquecido mediante procedimientos de reagrupamientos, de
recuentos parciales, de adiciones; o bien, en € gemplo del dgebra, s losvaloresdea by ¢
cumplen las condiciones vistas mas arriba (c-b negativo, por gemplo), la resolucién de las
ecuaciones del tipo ax+b=c va a requerir cambios importantes del esquemainicial.

En la resolucion de problemas aritméticos llamados elementaes, los nifios encuentran
numerosas dificultades conceptuales. En términos de esquemas es como se debe andizar la
eleccién de buenas operaciones y buenos datos para resolver un problema en € cua existen
varias posibilidades de eleccidn. La toma de informacion en la lectura del enunciado, la toma
de informaciones fisicas (medidas por gemplo), la busgueda de informaciones en una
documentacion (en un libro escolar, en una tabla estadistica, etc.), la combinacion adecuada
de estas informaciones por las operaciones de adicion, de sustraccion, de multiplicaciéon y de
division, obedecen en genera a esgquemas, especiamente en los nifios que dominan estas
Situaciones. Para los otros aumnos, se trata de la resolucion del problema, porque las
situaciones en juego no han llegado todavia a ser triviales para ellos; pero los procedimientos
heuristicos son esguemas. no son ni tan efectivos como los agoritmos, ni incluso son eficaces
aveces.

El esquema, la totalidad dindmica organizadora de la accién del sujeto para una clase de
situaciones especificas, es por tanto un concepto fundamental de la psicologia cognitiva'y de
la didactica. No se reconoce con frecuencia como tal. Ademés, requiere ser andizado. S se
reconoce facilmente que un esguema esta compuesto de reglas de accién y de anticipaciones
puesto que genera una serie de acciones con € fin de lograr un cierto objetivo, no se reconoce
sempre que esta iguamente compuesto, de manera esencial, de invariantes operatorios
(conceptos-en-acto  y conocimientos-en-acto) y de inferencias. Las inferencias son
indispensables para la puesta en funcionamiento del esquema en cada Situacion particular: en
efecto, como hemos visto, un esguema no es un estereotipo sino una funcién temporalizada de
argumentos, que permite generar series de diferentes acciones y de recogida de informacién
en funcion de los valores de las variables de la situacion. Un esquema es siempre un universal
puesto que esta asociado a una clase, y que ademas esta clase no es en general finita.

En cuanto a los invariantes operatorios, merecen una explicacion complementaria puesto
gue existen fundamental mente tres tipos |6gicos.

- invariantes del tipo “ proposiciones’: son susceptibles de ser verdaderos o falsos, los
teorias-en-acto son invariantes de este tipo.
ler gemplo: entre 5y 7 afios, los nifios descubren que no es necesario contar el todo para
encontrar € cardina de A EB s ya se ha contado A y B. Se puede expresar este conocimiento
por un teorema-en-acto:

Card (A EB) = Card (A) + Card (B), sempreque AC B = /E
La ausencia de cuantificador deja entender que este teorema no tiene una validez universal
paralos nifios, sino un alcance solamente local, para pequefias colecciones por gjemplo.

2° gemplo: entre 8 y 10 afios, con un éxito variable segin los individuos, muchos alumnos
comprenden
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gue s una cantidad de objetos comprados se multiplica por 2, 3, 4, 5, 10, 100 u otro nimero
smple, entonces e precio es 2, 3, 4, 5, 19, 100 veces mayor. Se puede expresar este
conocimiento por un teorema-en-acto,

f(nx) = nf(x) paran enteroy simple.

- invariantes del tipo “funcién proposicional”: no son susceptibles de ser verdaderos o
falsos, pero congtituyen las piezas indispensables para la construccion de proposiciones. Por
giemplo, los conceptos de cardina y de coleccion, los de estado inicial, transformacion y de
relacion cuantificada, son indispensables para la conceptualizacion de las estructuras aditivas.
Estos invariantes no son proposiciones

Estos conceptos son raramente explicitados por los alumnos incluso aunque son
construidos por ellos mismos en la accidn: son los conceptos-en-acto, o las categorias-en-acto.
El tipo légico de los conceptos-en-acto es diferente del tipo 16gico de los teoremas-en-acto:
son funciones proposicionales. La relaciéon entre funciones proposicionales y proposiciones es
una relacion diaécticas no hay proposiciones sin funciones proposicionaes y tampoco
funciones proposicionales sin proposiciones. De la misma manera conceptos-en-acto y
teoremas-en-acto se construyen en estrecha relacion.

Entre las funciones proposicionales, es necesario considerar que existen funciones con un
argumento (las propiedades), funciones con dos argumentos (las relaciones binarias),
funciones con tres argumentos (las relaciones ternarias, entre las cuales se encuentran las
leyes de composicion binarias), funciones con cuatro argumentos, como la proporcionalidad,
funciones con més de cuatro argumentos.

Se puede escribir como P(x) la funcion proposiciona “... es azul”, R, (X, y) la relacion
“... estd a la derecha de ...”, Rs (X, Yy, 2) la relacion “.. estd entre .. y ...” 0 la ley de
composicion “lasumade...y ... es...".

Esta distincién entre proposiciones y funciones proposicionaes es indispensable. Sin
embargo, ella por si sola no da cuenta de todos los aspectos importantes del proceso de
conceptualizacion. Los conceptos de color, de direccion y de sentido tienen la evidencia de
otro tipo légico que los conceptos de azul y de recta. Se puede considerar, por € emplo, que €
conjunto de los colores es el conjunto cociente del conjunto de los objetos por la relacion de
equivalencia “tiene el mismo color”. ES necesario por tanto considerar que el concepto de
color procede de la construccion de un descriptor por la puesta en relacion de valores
particulares que puede tomar. ¢Es necesario un andlisis todavia mas complgo para los
conceptos de calor, fuerza, funcion, variable? Aqui hay una via de investigacion tedrica muy
importante.

- invariantes dd tipo “argumento”: quien dice funcién proposicional y proposiciéon dice
argumento. Los l6gicos clasicos tenian la costumbre de tomar sus gjemplos entre los objetos
ordinarios y sus propiedades. Habia entonces argumentos a, b, ¢, (giemplos de las variables X,
y, 2), objetos materidles como € libro, la mesa, € personge Pablo; y funciones
proposicionaes, propiedades y relaciones P, R, Rz como las que hemos visto antes. Por
giemplo, “Pablo pone € libro encima de la mesa’ se puede escribir Rs (Pablo, libro, mesa),
proposicion que resulta de la gemplificacion de los argumentos de la funcién proposicional
R3 (X, y, 2) “x pone y sobre z’ en la cual, x es una persona, y un objeto material pequefio
manipulable y z un soporte posible.

En mateméticas, |os argumentos pueden ser objetos materiales (el barco esta a la derecha
de faro), persongjes (Pablo es més alto que Céline), nimeros (4+3=7), relaciones (“mas
grande que’ es una relacion antisimétrica), e incluso proposiciones (“8 es un divisor de 24” es
lareciproca de “24 es un mditiplo de 8").

Estas distinciones son indispensables para la didactica porque la transformacion de los
conceptos-Utiles en conceptos-objetos es un proceso decisivo en la conceptuaizacion de lo
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real. Esta transformacién significa entre otras cosas que las funciones proposicionales pueden
convertirse en argumentos. La nominalizacién es una operacion linglistica esencia en esta
transformacion.

Este paréntesis sobre las proposiciones y las funciones proposicionales puede parecer
paraddjico en un apartado dedicado principalmente a los invariantes operatorios contenidos en
un esquema. La primera razon de esta clarificacion es que los invariantes operatorios no son
de un tipo légico Unico y que es necesario por tanto analizar la condicién particular de cada
uno de elos. La segunda razén es que un concepto-en-acto no es de hecho un concepto, ni un
teorema-en-acto un teorema. En la ciencia, 1os conceptos y los teoremas son explicitos y se
puede discutir su pertinencia y su verdad. Este no es necesariamente € caso para los
invariantes operatorios. Los conceptos y los teoremas explicitos no forman sino la parte
visible ddl iceberg de la conceptuaizacion: sin la parte escondida formada por los invariantes
operatorios, esta parte visible no seria nada. Reciprocamente, no se sabe hablar de invariantes
operatorios integrados en los esquemas sino con la ayuda de las categorias del conocimiento
explicitas: proposiciones, funciones proposicional es, objetos-argumentos.

En resumen, la operacionalidad de un concepto debe ser experimentada por medio de
situaciones variadas, y € investigador debe analizar una gran variedad de conductas y de
esquemas para comprender en qué consiste, desde € punto de vista cognitivo, tal o cua
concepto: por giemplo, el concepto de razén no se comprende sino a través de una diversidad
de problemas précticos y tedricos; igual ocurre con los conceptos de funcion o de nimero.
Cada uno de estos conceptos comporta en efecto varias propiedades, cuya pertinencia es
variable segin las situaciones a tratar. Algunas se pueden comprender muy pronto, otras
mucho més tarde en e transcurso del aprendizaje. Una aproximacion psicolégica y didactica
de la formacion de conceptos matematicos, conduce a considerar un concepto como un
conjunto de invariantes utilizables en la accion. La definicién pragmatica de un concepto
pone, por tanto, en juego € conjunto de situaciones que constituyen la referencia de sus
diferentes propiedades, y e conjunto de los esquemas puestos en juego por los sujetos en
estas situaciones.

En cualquier caso la accién operatoria, no lo es todo en la conceptualizacion de lo real.
No se debate la verdad o la falsedad de un enunciado totalmente implicito, y no se identifican
los aspectos de o real a los cuales es necesario prestar atencién, sin la ayuda de palabras,
enunciados, simbolos y signos. El uso de significantes explicitos es indispensable para la
conceptualizacion.

Esto eslo que conduce a considerar que un concepto es una tripleta de tres conjuntos:
Cs 1,6
S: conjunto de situaciones que dan sentido al concepto (la referencia)

I: conjunto de invariantes sobre los cuales reposa la operacionaidad de los esguemas (el
sgnificado)

G conjunto de las formas linglisticas y no linglisticas que permiten representar
simbdlicamente € concepto, sus propiedades, las situaciones y los procedimientos de
tratamiento (el significante).

Estudiar € desarrollo y e funcionamiento de un concepto, en & curso del aprendizae o
durante su utilizacion, es necesariamente considerar estos tres planos a la vez. No hay en
general biyeccion entre significantes y significados, ni entre invariantes y situaciones. No se
puede por tanto reducir e significado ni alos significantes, ni alas situaciones.

CAMPOS CONCEPTUALES
Consideremos en primer lugar un campo conceptual como un conjunto de situaciones. Por

giemplo, para e campo conceptua de las estructuras aditivas, el conjunto de situaciones que
requieren una adicion, una sustraccion o una combinacion de dichas operaciones; y por las
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estructuras multiplicativas, @ conjunto de situaciones que regquieren una multiplicacion, una
divison o una combinacion de tales operaciones. La primera ventgja de esta aproximacion
mediante las situaciones es la de permitir generar una clasificacion que reposa sobre €
andlisis de las tareas cognitivas y en los procedimientos que pueden ser puestos en juego en
cadaunadeélas.

El concepto de situacion no tiene agui € sentido de situacion didactica sino més bien el
de tarea, la idea es que toda situacién compleja se puede analizar como una combinacién de
tareas de las que es importante conocer la naturaleza y la dificultad propias. La dificultad de
unatarea no es ni la sumani e producto de la dificultad de las diferentes subtareas, pero esta
claro que e fracaso en una subtareaimplica el fracaso global.

Algunos investigadores privilegian, para este andisis, modelos de la complgjidad que
provienen bien de la linglistica, bien de las teorias del tratamiento de la informacién. La
teoria de los campos conceptuales privilegia por € contrario los modelos que atribuyen un
papel esencia a los propios conceptos matematicos. Ciertamente que la forma de los
enunciados y e numero de elementos puestos en juego son factores pertinentes de la
complejidad, pero su papel es subordinado.

La légica no es un cuadro suficientemente operatorio para dar cuenta de la complejidad
relativa de las tareas y subtareas, de los procedimientos, de las representaciones simbdlicas.
Es demasiado reductora y pone sobre € mismo plano los objetos mateméticos que, aungue
teniendo eventuamente e mismo estatus l6gico (predicado de primer orden, clase de
funciones proposicionales de un cierto tipo, ley de composicion ....) no plantean los mismos
problemas de conceptualizacion. En relacion a una psicologia cognitiva centrada sobre las
estructuras l6gicas, como la de Piaget, |a teoria de los campos conceptual es aparece mas bien
como una psicologia de los conceptos, incluso aunque € término “estructura’ intervenga en la
designacion del propio campo conceptual considerado: estructuras aditivas, estructuras
multiplicativas. En efecto, s la primera entrada de un campo conceptua es la de las
situaciones, se puede también identificar una segunda entrada, la de los conceptos y los
teoremas.

El campo conceptual de las estructuras aditivas es ala vez @ conjunto de las situaciones
cuyo tratamiento implica una o varias adiciones 0 sustracciones, y € conjunto de conceptos y
teoremas que permiten analizar estas situaciones como tareas matemaéticas. De este modo son
elementos constitutivos de las estructuras aditivas, los conceptos de cardinal y de medida, de
transformacion temporal por aumento o disminucién (perder o gastar 5 francos), de relacion
de comparacién cuantificada (tener 3 bombones o 3 afios més), de composicion binaria de
medidas (¢cuanto en total?), de composicion de transformaciones y de relaciones, de
operacion unaria, de inversion, de nimero naturad y numero relativo, de abscisa,
desplazamiento orientado y cantidad ...

Estos conceptos no van solos: no tendrian casi alcance si a los teoremas verdaderos no se
les da su funcién en € tratamiento de las situaciones:

Card (AE B) = Card (A) + Card (B) ,sempreque AC B = /&

F=TW)P I=TYF
para S = estado inicial, T = transformacion, F = estado final.

AC = AB + BC (Relacién de Chades) P AB = AC — BC, cuaquiera que sea la posicion
respectivade A, B,y C.
etc.

De manera andloga, € campo conceptua de las estructuras multiplicativas es a la vez €
conjunto de las Situaciones cuyo tratamiento implica una o varias multiplicaciones o
divisiones, y e conjunto de conceptos y teoremas que permiten anaizar estas situaciones:
proporcion simple y proporcion multiple, funcién lineal y n-lineal, razén escalar directa e
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inversa, cociente y producto de dimensiones, combinacion lineal y aplicacion lineal, fraccién,
razén, nimero racional, multiplo y divisor, etc. Entre los teoremas que dan su funcién a estos
conceptos, es necesario mencionar:

- las propiedades de isomorfismo de lafuncién lineal
f(nx) = nf(x)

f(n1x1+ anz) = nlf(x1)+ nzf(Xz)

y su generalizacion alas relaciones no enteras.

las propiedades que se refieren al coeficiente constante entre dos variables linealmente ligadas
f(x) = ax, x = laf(x)

y agunas propiedades especificas de la bilinealidad,
f(nlxl, anz) = nl.nzf(Xl,Xz)

Hay otros teoremas relativos a las estructuras multiplicativas, y la elaboracion pragmética
de este campo conceptua pasa también por etapas que es posible identificar claramente.

Pero € alcance de este cuadro tedrico de los campos conceptuales permaneceria limitado
S se detiene en estos dos gemplos; mencionaré otros varios dominios para mostrar que se
trata de un cuadro relativamente general:

- La éectricidad, y los esquemas que organizan la actividad del sujeto en este dominio. Las
situaciones a comprender y a tratar son diferentes: la iluminacion de una habitacién, la
conexion de una lampara a una pila (dos polos, dos hilos, existencia de una corriente), la
comprension del circuito eléctrico de una habitacién, o de un coche, € andisis y la
disociacién de los conceptos de intensidad, tension, resistencia 'y energia para los célculos de
electrocinética, etc.;

-lamecanica, que implicaigualmente una gran variedad de situaciones 'y de conceptos;

- las magnitudes espaciaes (longitudes, superficies, volimenes), cuya conceptualizacion
requiere alavez la geometria, las estructuras aditivas y las multiplicativas;

- la logica de clases, que constituye € saber de referencia para la comprensién de los
conceptos de propiedad y de caracteristica, de la relacion de inclusién, de operaciones de
interseccion, unién, complementario sobre las clases y las operaciones de conjuncién,
disyuncion y de negacidn sobre las propiedades. Se puede deplorar que los psicélogos hayan
concedido una atencién excesiva a los problemas de clasificacion y de categorizacion, o que
los reformadores del movimiento de las “matematicas modernas’ hayan caido como nedfitos
en la reigion de la logica de clases; pero es necesario reconocer también que este campo
conceptual recubre cuestiones serias para € desarrollo y € aprendizaje de la racionalidad. La
I6gica de clases presenta por otra parte interés no solamente por € céculo de clases y
propiedades, sino también por las relaciones entre operaciones sobre las clases y operaciones
sobre los nimeros. Al lado de las leyes de Morgan, puramente |6gicas:

"AE'B="ACB
A C'B="AEB

Se puede en efecto considerar |os teoremas que se refieren a la correspondencia entre clases y
cardinales, por jemplo la cuantificacion de lainclusién:

X = complementario de X

Al Bb Cad(A) £ Card (B)

o también & teorema de los cardinales:
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Card (A E B) + Card (A C B) = Card (A) + Card (B)

Este Ultimo teorema no es trivial. Por tanto algunos alumnos de CM2 son capaces de
calcular Card (AE B) conociendo los otros tres cardinales; o Card (A), o alin Card(ACB); esta
Ultima tarea es la mas dificil de las tres. Se encuentra para la l6gica de clases la cuestion ya
planteada mas arriba de los conocimientos no explicitos susceptibles de orientar un
procedimiento de resolucién. Los esquemas necesarios para la resolucion de los Ultimos
problemas que acabamos de evocar participan a la vez de la logica de clases y de las
estructuras aditivas.

SITUACIONES

El concepto de situacion ha sido muy renovado por Guy Brousseau, quien le ha dado no
solamente un alcance didactico que no tenia en psicologia, sino también una significacion en
la cual la dimension afectiva y dramética interviene tanto como la dimensién cognitiva. La
puesta en escena de los conceptos y los procedimientos mateméticos es un arte que se
alimenta tanto de la psicologia social como de la epistemologia y la psicologia de las
mateméti cas.

Nosotros no tomamos aqui € concepto de “situacién” con toda esta significacién; nos
limitaremos a sentido que le da habitualmente e psicologo: los procesos cognitivos y las
respuestas del sujeto son funcion de las sSituaciones a las cuales son confrontados.
Retendremos dos ideas principales:

1) la de variedad: existe una gran variedad de situaciones en un campo conceptual dado, y las
variables de situacion son un medio de generar de manera sistematica € conjunto de las clases
posibles;

2) la de la historia: los conocimientos de los alumnos son modelados por las situaciones que
han encontrado y dominado progresivamente, especidmente por las primeras situaciones
susceptibles de dar sentido a los conceptos y alos procedimientos que se les quiere ensefiar.

La combinacion de estas dos ideas no hace necesariamente facil e trabgjo del
investigador en didéctica, ya que la primera idea orienta hacia €l andlisis, la descomposicion
en elementos smples y la combinatoria de los posibles, mientras que la segunda le orienta
hacia la blsqueda de situaciones funcionales, casi siempre compuestas de varias relaciones, y
cuyaimportancia relativa esta muy ligada a la frecuencia con la que se les encuentra.

Consideremos algunos gemplos. comprar pasteles, frutas o bombones, poner la mesa,
contar las personas, los cubiertos, jugar a las canicas, son para un nifio de 6 afos, actividades
favorables a desarrollo de conceptualizaciones matematicas concernientes a numero, la
comparacion, la adicion y la sustraccion. Sin embargo, en la mayor parte de estas actividades,
la vida no ofrece sino un pequefio nimero de casos entre los problemas posibles; por g emplo,
sobre |la actividad de comprar:

- ¢Tengo suficiente dinero para comprar esto? ¢Para comprar alavez esto y aquello?
- ¢Cuénto me queda si compro esto?

- ¢Cuanto me falta?

- ¢Es preferible comprar esto o aquello? ¢Cual esla diferencia de precio?

Ademas, en las situaciones habituales de la vida, los datos pertinentes estdn inmersos en
un conjunto de informaciones poco o0 nada pertinentes, sSin que Siempre sean expresadas
claramente las cuestiones que se pueden plantear. De tal manera que e tratamiento de estas
situaciones supone a la vez la identificacion de las cuestiones y la de las operaciones que hay
que hacer para responderlas. Esto invita a andlisis, pero no es fécil partir de las situaciones de
la vida para establecer una clasificacion sistemética.
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En principio por tanto, toda situacion puede ser reducida a una combinacion de
relaciones de base con datos conocidos y desconocidos, |os cuales corresponden a otras tantas
cuestiones posibles. La clasificacion de estas relaciones de base y de las clases de problemas
que se pueden generar a partir de ellas es un trabgjo cientifico indispensable. Ninguna ciencia
se constituye sin un trabgjo de clasificacion sistematico. Esta clasificacion permite ademas
abrir el campo de las posibilidades, y superar e cuadro demasiado limitado de las situaciones
habituales de lavida.

Tomemos & gemplo de las estructuras aditivas, se pueden identificar seis relaciones de
base, a partir de las cuales es posible engendrar todos los problemas de adicion y sustraccién
de la aritmética ordinaria (Vergnaud, 1981).

RELACIONES ADITIVAS DE BASE

|. Lacomposicién de dos medidas en unatercera

I1. Latransformacion (cuantificada) de unamedidainicial en unamedida final
1. Larelacion (cuantificada) de comparacion entre dos medidas

IV. La composicién de dos transformaciones

V. Latransformacion de unarelacion

V1. Lacomposicién de dos relaciones

| O
0 5o Jo
[ [l

o o

~__7 ® ®
O ©—0 O
v Vv VI

[0 Medida

O Transformacion o relacion (positiva o negativa)

Esta clasificacion no ha salido perfectamente armada del cerebro de un matemadtico.
Resulta de consideraciones psicol 6gicas y mateméticas:
- dificultad muy desigual de problemas de estructuras diferentes que se resuelven sin embargo
con la misma operacion numérica;
- desfase ontogenético en € éxito de las diferentes clases de problemas que se pueden
engendrar a partir de una misma relacién; desfase ontogenético de los procedimientos
utilizados, asi como de las simbolizaciones mateméticas accesibles a los nifios;
- importancia de los conceptos de transformacion temporal y de relacion en € proceso de
apropiacion de las situaciones de adicion y de sustraccidn. La toma en consideracion de estos
conceptos tiene grandes consecuencias tedricas: conduce de una parte a introducir, a lado del
modelo de laley binariainterna, € de la operacion unaria externa, de otra parte arecurrir alos
nUmeros relativos para caracterizar ciertas operaciones de pensamiento de |os nifios.
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No es este el lugar de recordar las diferentes clases de problemas que permiten engendrar
estas relaciones de base, asi como que cada una de las clases de problemas definidas puede ser
a su vez subdividida en subclases, en funcién de los valores numéricos utilizados y del
dominio de experiencia a cua se hace referencia: a los 8 afios se trataria de la misma manera
la transformacion de una cantidad de bolas, de una suma de dinero, de una masa, un volumen
0 de una posicién.

No es superfluo, por e contrario, resdtar que e andlisis de las estructuras multiplicativas
es profundamente diferente de las estructuras aditivas. Las relaciones de base més simples no
son ternarias sino cuaternarias, porque los problemas méas smples de multiplicacién y de
divisién implican la proporcidn simple de dos variables una en relacion ala otra.

[] ‘ l
L] ]

Esta relacion permite en efecto generar cuatro clases de problemas elementales:

a

b L]
lamultiplicacion

1 ‘

1 ] 1 a

b Cc c

la division-particion ladivision cuoticion
a b
C ]

la cuarta proporciona

Estos problemas presentan dificultades muy distintas segin los valores numeéricos (dificultad
de la multiplicacion y de la division por un decimal, sobre todo por un decima mas pequefio
que 1), y segin & dominio de experiencia a cual se hace referencia (no se hace funcionar €l
modelo de la proporcionalidad sobre la homotecia y sobre la masa, como se le hace funcionar
sobre el precio de objetos familiares 0 sobre e reparto igualitario de bombones entre los
nifios).

En segundo lugar, la combinacion de dos proporciones no plantea |os mismos problemas
cognitivos s la combinacion se hace por encadenamiento de funciones que ligan las variables
dosados: x proporcional ay, y proporcional az

z

X
0
0

OO0 <

0
0

0 s se hace por producto: z proporcional ax, y ay; X y e independientes entre si. Se trata en
este caso de una estructura de proporcién doble.
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No se subrayara nunca lo suficiente la extrema importancia epistemoldgica de la
proporcion doble (y multiple) para la geometria, la fisica, las probabilidades y la estadistica:
muchas cuestiones serian mejor ensefladas y su consideracion seria megjor reconocida. Ahora
bien los alumnos no comprenden de ella sino débilmente los pormenores. de un lado porque
son conceptualmente més dificiles, y de otro porque ponen en juego humerosos elementos a la
vez: seis magnitudes y tres razones para la proporcion doble, sin contar las funciones y las
razones intermedias previsibles.

Ry
xI —p x2
Y1 z1 R3=R1xR2
l R> Rs
Y2 2

Como estas magnitudes y estas razones pueden ser ndmeros enteros simples, enteros
cualquiera, fracciones, decimales mayores 0 menores que la unidad, existe una diversidad
extraordinaria de casos de figuras, cuya dificultad para los aumnos es muy variable. Esta
diversidad de casos puede sin embargo ser bastante facilmente jerarquizada considerando los
tres grandes factores de la complejidad cognitiva: la estructura de problemas, los valores
numericos, y los dominios de experiencia

Son muy variables iguamente los procedimientos utilizados por los aumnos. més de
veinte categorias de tentativas, éxitos o fracasos, para la blsqueda de la cuarta proporcional,
por gjemplo.

Findmente hay que resaltar que los conceptos de fraccidn, de cociente, de nimero
racional, de producto y de cociente de dimensiones, de escalares, de funcion linea y n-lined,
de combinacién y de aplicacion lineal, toman primitivamente su sentido en los problemas de
proporcion, y se desarrollan como Utiles de pensamiento a través del dominio progresivo de
estas situaciones, bastante antes de poder ser introducidos y tratados como objetos
matematicos.

La clasificacion de las situaciones resulta a la vez de consideraciones mateméticas y de
consideraciones psicologicas. Algunas distinciones no son interesantes sino porgue implican
diferencias dgnificativas en la manera en la que los aumnos se disponen a tratar las
situaciones diferenciadas de esa manera; |os propios matematicos no las tienen en cuenta, y s
lo hacen se atienen a las matemdticas congtituidas, despreciando distinciones que son
importantes para la didéctica. Por tanto, una clasificacion que no tuviera sentido matematico
no seria aceptable. Una de las apuestas que debe tener el psicélogo que se interese por €
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aprendizaje de las matemdticas es establecer clasificaciones, describir procedimientos,
formular teoremas-en-acto, andizar la estructura y la funcion de los enunciados vy
representaciones simbdlicas, en términos que tengan un sentido matemético. La especificidad
de los aprendizajes mateméticos esta en las mismas matematicas. Esto no significa que la
teoria del aprendizaje de las mateméticas esté completamente contenida en las mateméticas.

Entre los campos conceptuales evocados més arriba, las estructuras aditivas y las
estructuras multiplicativas tienen un lugar un poco privilegiado en la actualidad, porque la
clasificacion de las relaciones elementales y de las clases de problemas elementales son en
ellas relativamente avanzadas y reconocidas en la comunidad de los investigadores. Pero no
se ha llegado a ese nivel de desarrollo para la l6gica de las clases, la geometria, 0 € agebra
elemental. Existen sin embargo criterios que deberian permitir avanzar rpidamente.

Antes de pasar a la Ultima parte de este texto, no es superfluo clarificar lo megjor posible
las relaciones que mantiene esta vision de las situaciones con la teoria de las situaciones
didéacticas tal como es tomada en la comunidad francesa, a partir de los trabgjos de Guy
Brousseau.

Una situacion didéctica es en primer lugar una puesta en escena interesante y rica. Las
relaciones elementales distinguidas aqui y las clases de problemas que permiten engendrar no
presentan, tal cual, sino un interés didactico moderado, justamente porque son demasiado
elementales. Son en primer lugar instrumentos para e andisis de las situaciones y para €l
andlisis de las dificultades conceptuales encontradas por los alumnos. Toda situacién
complgla es una combinacion de relaciones elementales, y no se puede sodayar € andisis de
las tareas cognitivas que estas relaciones permiten generar; pero la organizacion de una
Situacion didactica en un proyecto colectivo de investigacion para la clase supone la
consideracion a la vez de las funciones epistemoldgicas de un concepto, de la significacion
socia de los dominios de experiencia a los cuales hace referencia, los juegos de papeles
(roles) entre los actores de la situacion didactica, resortes del juego, del contrato y de la
transposicion. Latesis subyacente a la teoria de los campos conceptuales, sin embargo, es que
una buena puesta en escena didéctica se apoya necesariamente sobre € conocimiento de la
dificultad relativa de las tareas cognitivas, de los obstaculos que habitualmente se encuentran,
del repertorio de procedimientos disponibles, y de las representaciones posibles. La psicologia
cognitiva es esencial.

Al lado de la idea de diversidad, he subrayado igualmente la idea de historia como una
idea esencial de mi propdsito. No se trata de la historia de las mateméticas sino de la historia
dd aprendizaje de las matemédticas. Esta historia es individual. Por tanto se pueden identificar
regularidades impresionantes de un nifio a otro, en la manera que abordan y tratan una misma
situacién, en las concepciones primitivas que se forman de los objetos, de sus propiedades y
de sus relaciones, y en las etapas por las cuales pasan. Estas etapas no son totalmente
ordenadas, no obedecen a un caendario estrecho; las regularidades se refieren a las
distribuciones de procedimientos y no estan univocamente determinadas. Pero € conjunto
forma sin embargo un todo coherente para un campo conceptual dado; se pueden
especidmente identificar las principales filiaciones y las principaes rupturas, lo que
constituye la justificacion principal de lateoria de los campos conceptuales.

SIGNIFICADOS Y SIGNIFICANTES

Son las situaciones las que dan sentido a los conceptos mateméticos, pero el sentido no esta
en las situaciones mismas. No esta tampoco en las palabras y los simbolos matematicos. Sin
embargo se dice que una representacion simbdlica, que una paabra o que un enunciado
matemético tiene sentido, o varios sentidos, 0 ningn sentido para tales o cuales individuos; se
dice también que una situacion tiene sentido o no lo tiene. Entonces, ¢qué es e sentido?
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El sentido es una relacion del sujeto a las situaciones y a los significantes. Més
precisamente, son los esquemas evocados en e sujeto individual por una situacion o por un
significante lo que constituye € sentido de esta situacion o de este significante para este
sujeto. Los esquemas, es decir las conductas y su organizacion. El sentido de la adicién para
un sujeto individual es e conjunto de esguemas que puede poner en obra para tratar las
situaciones a las cuales € sujeto llega a estar confrontado, y que implican la idea de adicién;
es también e conjunto de esquemas que puede poner en juego para operar sobre los simbolos,
numéricos, algebraicos, gréficosy linglisticos que representa la adicién.

Una situacion dada o un ssimbolismo particular no evocan en un individuo todos los
esquemas disponibles. El sentido de una situacion particular de adicién no es por tanto el
sentido de la adicién; € sentido de un simbolo particular tampoco. Cuando se dice que una tal
palabra tiene tal sentido, se reenvia de hecho a un subconjunto de esquemas, operando de este
modo unarestriccién en e conjunto de |os esquemas posibles.

Se plantea sin embargo la cuestion de la funcién de los significantes en € pensamiento, y
de la naturaleza de los esquemas que organizan e tratamiento de los significantes, en su
comprension y en su produccion. ¢Qué funciones cognitivas es necesario atribuir a lenguaje,
y las representaciones simbdlicas, en la actividad matemética?

Se considera con certeza que las mateméticas forman un cuerpo de conocimientos que
responden a problemas précticos y tedricos que se ha planteado la humanidad en €l curso de
su historia; pero no se responde de este modo sino parciamente a la cuestion “ qué son las
matemédticas?’ Puesto que los significantes y la organizacion del discurso juegan en €lo un
papel esencial. Existe por tanto un trabgjo tedrico y empirico indispensable para clarificar la
funcion del lenguaje y de los restantes significantes. En la teoria de los campos conceptuales,
estafuncion estriple:

- ayuda a la designacion y por tanto a la identificacion de los invariantes:. objetos,

propiedades, relaciones, teoremas;

- ayuda en e razonamiento y lainferencia;

- ayuda a la anticipacién de los efectos y de los fines, a la planificacion, y a control de la
accion.

Un esguema es, como hemos visto, una totalidad organizada, que permite de generar una
clase de conductas diferentes en funcion de las caracteristicas particulares de cada una de las
situaciones de laclase a lacua se dirige. Esto es posible porque el esquema comporta:

- invariantes operatorios (conceptos-en-acto y teoremas-en-acto) que pilotan €
reconocimiento por € sujeto de los elementos pertinentes de la situacion, y la recogida de
informacion sobre la situacion atratar;

- anticipaciones del fin a lograr, de los efectos a esperar y de las etapas intermedias
eventuales,

- reglas de accion del tipo s ... entonces ... que permiten generar la serie de acciones del
sujeto;

- inferencias (0 razonamientos) que permiten “calcular” las reglas y las anticipaciones a partir
delasinformacionesy del sistema de invariantes operatorios de |os que dispone € sujeto.

Es clésico decir que € lengugje tiene una doble funcion de comunicacién y de
representacion. Pero se puede de este modo subestimar su funcién como ayuda del
pensamiento, que no esta particularmente cubierta por las funciones de representacion y de
comunicacién. Ciertamente que la designacion y la identificacion de los invariantes responde
bien de la funcidon de representacion; pero no es seguro que € acompafiamiento por €
lenguaje de una actividad manual o de un razonamiento provenga solamente de la funcién de
representacion.

En efecto, no es en cuaesguiera circunstancias que un individuo acompafia su accién de
una actividad linglistica, sno més bien cuando tiene necesidad de planificar y de controlar
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una serie de acciones insuficientemente dominadas. Una actividad automatizada no se
acompafia apenas con paabras, incluso en voz baga los nifios que, con 9 afios, dominan
perfectamente como se calcula un estado inicid conociendo € estado find y la
transformacién, no hablan apenas. Aquellos para los que esto es todavia un problema son
mucho més prolijos (Morange, tesis en curso). Se puede evocar todavia e eemplo del
aprendizaje de las maniobras de conduccion de un coche: un principiante verbaiza
voluntariamente lo que hace o lo que va a hacer; algunas semanas mas tarde no tiene
necesidad de ello. La actividad lingliistica favorece evidentemente la realizacion de la tarea 'y
la resolucion del problema encontrado; sin €l cua no intervendrian. Todo ocurre como s la
actividad linglistica favoreciera € descubrimiento de las relaciones pertinentes, la
organizacion temporal de la accion y su control. Se llega de este modo a la funcién de
representacion del lenguaje, pero esta funcion estriple:

- representacion de los elementos pertinentes de la situacion;

- representacion de la accion,

- representacion de las relaciones entre la accidn y la situacion.

El lengugje representa diferentes 6rdenes de cosas, y la actividad linguistica tiene varias
funciones.

Centremos nuestra atencion sobre las informaciones pertinentes y las operaciones de
pensamiento, puesto que ellas forman € armazoén de la actividad intel ectual:

- las informaciones pertinentes se expresan en términos de objetos (argumentos), de
propiedades y de relaciones (funciones proposicionales), de teoremas (proposiciones).

- las operaciones de pensamiento en términos de seleccion de informaciones, inferencias, de
aceptacion o de rechazo de consecuencias, y también en términos de prevision de las
operaciones aredlizar, de resultados o fines a lograr, de descomposicién en etapas del proceso
de tratamiento: “hago esto, y después aquello, entonces tendré esto, etc.”

La actividad linglistica expresa también otros aspectos importantes, como la implicacion
dd sujeto en latarea o en € juicio emitido, sus sentimientos, su estimacion de la plausibilidad
de una hipétesis 0 de una conclusion, o todavia la relacién de estos elementos entre si. No
abordaré aqui sino e problema de la expresion y de la simbolizacién de los conceptos, de los
teoremas, y de los objetos, analizando con un cierto detalle e gemplo de la investigacion de
un estado inicial cuando la transformacion es negativa.

“Mélanie acaba de comprar un pastel en la pasteleria. Ha pagado 8 francos. Cuenta lo
gue le queda en su monedero y encuentra 7 francos. Se pregunta, s no ha perdido dinero,
¢cuanto dinero tenia antes de comprar €l pastel?

Consideremos en primer lugar algunas escrituras y diagramas posibles:

a) 7+8= [
b) [
>
C) 8+7=
:
7 8

Todas estas formas son aceptables, incluso aunque se observan de manera desigua. Al
mismo tiempo son poco Utiles porque representan la solucion del problemay no € problema:
la eleccion de la operacion de adicion es necesariamente efectuada antes que la ecuacion o el
diagrama se escriba, incluso s €l resultado de la operacion numérica no se calcula todavia. El
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interés de estas escrituras no puede residir sino en las contribuciones que aportan
eventualmente en la objetivacion de la relacion que aportan eventualmente en la objetivacion
de larelacion entre la solucion y los datos numéricos, no en larelacion entre la resolucion y
problema.

S se trata de representar € problema, no tenemos apenas la eleccién entre dos
smbolizaciones:

e) -8=7
f
—> | 7

No existe en efecto la posibilidad de representar € problema con los diagramas utilizados
en d): no permiten smbolizar sino cantidades positivas, no transformaciones negativas.

Si finamente se tiene & propdsito de representar € paso de la representacion del
problema a la representacion de la solucion, entonces la ssimbolizacion d) conduce bien a
hacer dgebra

__-8=7
_ -8+8=7+8
_ =T7+8
bien a adivinar € valor del cuadrado en __ - 8 = 7. Este juego de adivinanza no es apenas
deseable, en todo caso no es generalizable a nimeros més grandes: - 155 = 87.
Como no se puede apenas tratar de ensefiar a los nifios de 7 afios el camino algebraico
gue permita pasar del problema - 8 = 7 ala solucion = 748, es necesario, bien

abandonar toda idea de representacion simbdlica de esta secuenciacion, bien adherirse a la
Uni ca representacion accesible a esta edad

7

poniendo entonces en evidencia la reciprocidad de la adicion y de la sustraccion como
operaciones unarias.

Abandonar la ambicién de representar simbdlicamente las transformaciones y las
relaciones negativas, conduciria inevitablemente, s & ensefiante y los manuales contintian
utilizando representaciones simbdlicas para los otros objetos mateméticos, a excluir de la
ensefianza las Situaciones que ponen en juego transformaciones y relaciones negativas,
especialmente cuando hay varias transformaciones sucesivas: varias compras, varias partidas
de canicas, varias entradas y sadlidas de un almacén, etc. Ahora bien, las representaciones
simbdlicas tienen justamente la ventgja de aportar una ayuda a la resolucion de problemas
cuando los datos son bastante numerosos y cuando la respuesta a la cuestion planteada
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requiere varias etapas. Excluir las transformaciones y las relaciones negativas conduciria a un
empobrecimiento deplorable en la ensefianza de las mateméticas.

Ademés las representaciones simbdlicas no tienen sino una funcién de ayuda en la
resolucion de problemas complegjos; son también medios de identificar més claramente los
objetos mateméticos decisivos para la conceptualizacion. En € caso de las estructuras
aditivas:

- lasrelaciones parte- parte —todo;

to

O

- las relaciones estado inicia - transformacion - estado final y la reciprocidad de las
operaciones de adicién y sustraccion;

- las relaciones referido- relacion de comparacion- referente y la reciprocidad de las
relaciones cuantificadas “n de més que’ y “n de menos que’;

@ T @

- la digtincion entre las medidas (nunca negativas) representadas por cuadrados, y las
transformaciones o relaciones (positivas 0 negativas) representadas por |os redondeles, y en el
interior de los cuales €l nimero esta siempre precedido de un signo positivo o negativo.

Si e profesor y e alumno no dispone de estos simbolos, son conducidos a recurrir a
formas variadas del lenguge natural: verbos para las transformaciones (ganar, perder,
consumir), formas comparativas para las relaciones (tener n... de més que), formas atributivas
paralos estados y las medidas (tener n bombones, medir x metros), conjugadas en los tiempos
de imperfecto, presente, o futuro; pueden utilizar también adverbios (ahora, después, antes),
etc.

Todo este instrumental linglistico es excelente para transmitir informacion, tanto en la
expresion de la solucién o en las verbalizaciones que acompafian a razonamiento, como en €
enunciado del problema mismo. Pero tales formas linglisticas se analizan como herramientas
de pensamiento, no como objetos de pensamiento. Si 1a conceptualizacion matemética no se
limita a la comprension de las relaciones y las propiedades como Utiles, sino que recubre
también la transformacién de estos Utiles en objetos de pensamiento (Douady, 1986),
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entonces no se puede permanecer indiferentes a los medios de los que dispone & profesor vy €
aumno para esta transformacién. En € aprendizaje de la racionalidad cientifica, lo
metacognitivo forma parte de |o cognitivo.

Se puede hablar de un estado inicial de varias maneras:

- utilizando @ imperfecto y una proposicion subordinada: “¢/Cuanto tenia Méani antes de
comprar e pastel?,

- designando este estado mediante un pronombre, un complemento y un adverbio: “lo que
tenia antes’;

- hablando expresamente del “estado inicia”, o alin del “punto de partida’, etc.

Existe por tanto en el lengugje natural medios de transformar 10s conceptos-herramientas
en conceptos-objetos, especialmente la nominalizacion. Sin embargo € simbolismo de los
diagramas con cuadrados, redondeles, fechas y llaves es particularmente eficaz para esta
transformacién de las categorias del pensamiento en objetos de pensamiento. Para la
expresion de las transformaciones, no es conceptuamente equivaente utilizar € verbo “ha
pagado” en e pasado, de hablar del “gasto” (nominalizacion), o de designar toda
transformaci 6n mediante un signo Unico

— O 3 Lainvarianza dd significante contribuye a la mejor identificacion del
significado y a su transformacién en objeto de pensamiento.
|gualmente es posible representar e mismo teorema de varias maneras, por g emplo:
a) el estado inicial, es el estado final a que se aflade 1o que se ha gastado o perdido, y por
tanto se restalo que se harecibido o ganado;
b)F=T()P 1=TF)
c)

Se ve fécilmente que estas formas no son equivaentes para los alumnos. la segunda forma
est4 fuera del acance de los dumnos del curso elemental: la primera no tiene € laconismo y
la economia de la tercera. La pertinencia del simbolismo y del lengugje es relativa a los
conocimientosy al desarrollo cognitivo del alumno.

Tomemos un Ultimo egemplo en las estructuras multiplicativas con la férmula del
volumen del prisma recto; € volumen es €l producto del &rea de la base por laatura: V = AH.
E interesémonos por una de las lecturas posibles de esta férmula: “el volumen es proporcional
al &rea de la base cuando la dtura es constante, y a la atura cuando € érea de la base es
constante”.

Se sabe que esta lectura bilineal se hace raramente en los manuales, aunque sea
conceptualmente esencial: V(A.1, H.1) = AH V(1,1); & volumen del prisma que tiene un area
de la base A veces mas grande que la unidad de &rea, y una altura H veces mas grande que la
unidad de longitud, tiene un volumen AH veces mas grande que la unidad de volumen
construida canénicamente como e producto de la unidad de area por la unidad de longitud.

Como este volumen A(1,1) esigual a1, se deduce de ello que V(A,H) = A.H.

Este razonamiento se apoya completamente en la dependencia linea del volumen
respecto de cada una de las variables &rea de labase y atura, independientes entre si.
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En la tabla de doble proporcionaidad, que incluimos a continuacion, se puede leer
fécilmente que € volumen es proporciona a érea de la base cuando la altura se mantiene
constante

Areade labase
1 6 10 12
1
Altura?2 Volumen
4
6 6 36 60 72

0 que & volumen es proporciona alaatura cuando € area de la base se mantiene constante:

Areadelabase
1 6 10 12
1 6
Altura2 12 Volumen
4 24
6 36

Es claro que una ta lectura no estd a acance de los dumnos de quinto s no disponen
sino delaférmulaV= A.H.

Se podria proporcionar otros gjemplos. Me contentaré para terminar con formular latesis
siguiente: & simbolismo matemético no es rigurosamente hablando ni una condicién
necesaria ni una condicion suficiente para la conceptualizacion; pero contribuye Utilmente a
esta conceptualizacion, especialmente para la transformacién de las categorias de pensamiento
matemdtico en objetos mateméticos. El lenguge natura es e medio esencid de
representacion y de identificacion de las categorias mateméticas, pero no posee, tanto como
los diagramas, las férmulas y las ecuaciones, € laconismo indispensable para la seleccion y €
tratamiento de las informaciones y las relaciones pertinentes.

Esta importancia atribuida a simbolismo no impide que, en Ultima instancia, sea la
accion del sujeto en situacion lo que congtituye lafuente y € criterio de la conceptualizacion.

CONCLUSION

La teoria de los campos conceptuales reposa sobre un principio de elaboracién pragmética de
los conocimientos. No se puede teorizar sobre € aprendizaje de las matematicas ni a partir
solo del simbolismo, ni a partir solo de las situaciones. Es necesario considerar € sentido de
las situaciones y de los simbolos. La clave esta en considerar la accidn del sujeto en situacion,
y la organizacion de su conducta. De aqui laimportancia atribuida a concepto de esquema.

Totalidad dindmica y funcional, € esquema no reclama por elo menos andisis. Si
organiza la conducta del sujeto comporta reglas de accién y anticipaciones. Pero esto no es
posible sino porque forma parte integrante del esquema una representacion implicita o
explicita de lo real andizable en términos de objetos, de categorias-en-acto (propiedades y
relaciones) y de teoremas-en-acto. Estos invariantes operatorios organizan la busgueda de
informacién pertinente en funcion del problema a resolver o dd fin a lograr, y dirigen las
inferencias.

El funcionamiento cognitivo del sujeto en situacion depende del estado de sus
conocimientos, implicitos o explicitos. Es necesario por tanto conceder una gran atencion al
desarrollo cognitivo, a sus continuidades, a sus rupturas, a los pasos obligados, a la
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complgjidad relativa de las clases de problemas, procedimientos, representaciones simbodlicas,
al andlisis de los principales errores y de los principal es descubrimientos.

Es fecundo y legitimo investigar 1os parentescos y las rupturas en € interior del conjunto
de situaciones organizadas por ideas también semejantes, en las cuaes los procedimientos, las
representaciones y las formulaciones pueden razonablemente derivar unas de otras. Un
concepto no toma su significacion en una sola clase de situaciones, y una situacién no se
analiza con la ayuda de un solo concepto. ES necesario por tanto proponerse como objetos de
investigacion conjuntos relativamente grandes de situaciones y de conceptos, clasificando los
tipos de relaciones, las clases de problemas, los esquemas de tratamiento, |as representaciones
lingliisticas y simbdlicas, y los conceptos mateméticos que organizan este conjunto. Las
estructuras aditivas y las estructuras multiplicativas constituyen en este momento los dos
principales gjemplos de campos conceptuales, estudiados con un cierto detalle, pero las
ciencias ofrecen numerosos gjemplos distintos.

El homomorfismo entre lo real y la representacion no debe ser buscado en primer lugar a
nivel de los smbolismos, sino a nivel de los invariantes operatorios contenidos en los
esquemas. Es ahi donde se sitGia la base principa de la conceptuaizacion de lo real. De hecho
no se insistira nunca lo suficiente sobre la necesidad de poner en escena en las situaciones
didéacticas significativas los conceptos que se quieren ensefiar; y sobre la necesidad para esto
de andlizar las tareas cognitivas encontradas por € sujeto. No se puede evitar la clasificacion
de las relaciones, los problemas y |as operaciones de pensamiento necesarias para su solucion.

Los esquemas organizan la conducta del sujeto para una clase de situaciones dada, pero
organizan a la vez su acciéon y la actividad de representacion simbdlica, especiamente
lingliistica, que acompafia a esta accién. Un nifio de 5 afios enumera contando en voz ata; un
alumno de 12 afios trata una ecuacion algebraica escribiéndola en su hoja y murmurando; de
una manera general, € tratamiento de una situacion nueva se acompafia de una actividad
linglistica y smbdlica. Esta actividad es eventualmente interiorizada; cada vez es més
importante y manifiesta a medida que la Situacion es mas nueva y € tratamiento menos
automatizado; la resolucion de problemas muy nuevos es imposible sin e lenguge,
especidmente cuando esta resolucién requiere conceptualizaciones nuevas y la
transformacién de ciertos elementos en objetos de pensamiento bien identificados.

El lengugje tiene en primer lugar una funcion de comunicacion, y € aprendizaje de las
matemdticas es un aprendizgie muy fuertemente socializado. Pero esta funcién de
comunicacion no se puede gercer de manera Util sino apoyandose sobre esta otra funcién del
lenguaje que es su funcion de representacion. En relacion con estas dos funciones, se observa
otra funcion del lenguge: la ayuda a pensamiento y a la organizacion de la accion. Esta
funcion se apoya ella misma sobre la funcion de representacion, pero lo que se representa
entonces son a la vez los elementos de la situacion considerada, la accidn, y sus relaciones. El
lengugje y los simbolos matematicos juegan por tanto un papel en la conceptuaizacion y la
accion. Sin los esgquemas y |as situaciones, quedarian vacios de sentido.
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